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                    Walshfunktionen und Anwendungen - ein historischer Überblick

                                        Von Franz Pichler, Linz

1. Einleitung

Der amerikanische Mathematiker Joseph L. Walsh ( 1895- 1973 ) führte im Jahre 1923 ein vollständiges orthogonales Funktionensystem für den Hilbertraum der über dem Einheitsintervall quadratisch integrierbaren Funktionen ein, das sich durch besondere Eigenschaften auszeichnet 

( Walsh 1923). Jede Funktion dieses System ist stückweise konstant und nimmt nur die Werte +1 und –1 an. Des weiteren ist das System gegenüber der Multiplikation abgeschlossen und bildet eine Gruppe, wobei die konstante Funktion mit Wert +1 das Einheitselement ist und jede Funktion zu sich selbst invers ist. Diese Eigenschaften haben nicht nur in der Mathematik selbst das Interesse erweckt sondern es sind auch verschiedene praktische Anwendungen, besonders in neuerer Zeit bekannt geworden. Dabei ist besonders der Beitrag des aus Wien stammenden österreichischen Wissenschaftlers Henning F. Harmuth zu nennen, der bereits sehr früh die Bedeutung dieses Funktionensystems, nunmehr allgemein als das System der Walshfunktionen bekannt, für die Nachrichtentechnik erkannte (Harmuth 1969 ).

In diesem Beitrag sollen einige historische Fakten zur Entwicklung der Theorie der Walshfunktionen und deren Anwendungen in der Nachrichtentechnik behandelt werden, wobei sich der Autor auf seine eigene Erfahrung dabei beruft. Dazu gab auch schon ein früherer Artikel Gelegenheit ( Pichler 1989). Walshfunktionen und ihre Theorie finden auch heute noch das Interesse in der Mathematik, wie das im Jahre 1990 erschienene Buch über „Walsh Series“, auf das hier besonders, auch wegen der darin zu findenden historischen Notizen, hingewiesen werden soll 

( Schipp 1990). Zum Kennenlernen der verschiedenen möglichen Anwendungen von Walshfunktionen kann immer noch mit Vorteil das Buch von Beauchamp  „Walsh Functions and their Applications“ aus dem Jahre 1975 herangezogen werden (Beauchamp 1975).

2. Walshfunktionen

Im Jahre 1923 erschien von Joseph L. Walsh im Amer. Journal of Mathematics die Arbeit „ A closed set of normal orthogonal functions“ (Walsh 1923). Joseph L. Walsh erhielt sein Doktorat in Mathematik im Jahre 1920 von der Harvard Universität an der er auch später über viele Jahre als Professor tätig war. In den USA ist er später durch seine Bücher als Vater der Approximationstheorie bekannt geworden. Seine „Jugendarbeit“, die ihn wegen der darin behandelten Funktionen heute allgemein bekannt gemacht hat, spielte dabei keine besondere Rolle. Norbert Wiener beschreibt in seiner bekannten Autobiographie seinen Mathematikerkollegen „Joe Walsh“ als er ihn 1920 in Paris traf wie folgt „er ist ein großer, warmherziger Mensch mit einer tiefen dröhnenden Stimme, und sein blondes Haar stand damals fast senkrecht über seiner hohen Stirn“ ( Wiener 1965). Als der Autor im Jahre 1970 anlässlich seines Aufenthaltes an der Universität von Maryland, College Park, USA, Prof. Walsh kennen lernte, waren seither 50 Jahre vergangen, ebenso die senkrecht über der Stirn stehenden blonden Haare. Prof. Walsh, damals als Emeritus am Department für Mathematik, war jedoch sehr an den damals verfolgten modernen Anwendungen seiner Funktionen interessiert. Dass er auch Humor hatte beweist die Tatsache, dass er bei einer Kaffeestunde in seinem Haus eine von seiner Frau gemachten Krawatte mit eingestickten Walshfunktionen trug.

An die Arbeit von Walsh des Jahres 1923 schlossen sich in den nachfolgenden Jahren zahlreiche Arbeiten von Mathematikern aus verschiedenen Ländern an. Zu erwähnen ist hier auf jeden Fall die Arbeit des jungen britischen Mathematikers R.E.A.C. Paley, ein Schüler von Littlewood, der zum erstenmal die Walshfunktionen als Produkt der bereits seit dem Jahre 1922 bekannten Rademacherfunktionen darstellte ( Paley 1932). In der Theorie wird heute diese Definition der Walshfunktionen bevorzugt, während die ursprüngliche von Walsh benutzte rekursive Definition, da sie die Funktionen nach der Anzahl der Sprungstellen ordnet, in Anwendungen öfters bevorzugt wird.

Eine wichtige Erweiterung der Walshfunktionen auf die positive reelle Zahlengerade wurde vom amerikanischen Mathematiker N.J. Fine angegeben, wobei auch die Theorie des Walsh-Fourier Integrals behandelt wurde ( Fine 1950). Fine erkannte auch zugleich mit dem russischen Mathematiker N.J. Vilenkin die Beziehung der Walshfunktionen zur dyadischen Gruppe (bestehend aus den Binärdarstellungen der Zahlen des Einheitsintervalls) und ihre Eigenschaft als Charakterfunktionen dieser Gruppe. Damit waren die Walshfunktionen auch als „wesensgleich“ zu den Kreisfunktionen cos(kx) und sin(kx) erkannt und konnten in das allgemeine Gebiet der „Abstrakten harmonischen Analyse“ eingegliedert werden ( Rudin 1962). Ähnlich zu den Funktionen cos(kx) und sin(kx) gibt es für die Walshfunktionen ein „Multiplikationstheorem“ und einen „Verschiebungssatz“ mit dem angegeben wird, um wie viel eine symmetrische Walshfunktion zu verschieben ist um deckungsgleich mit der entsprechenden schiefsymmetrischen Funktion zu sein ( Pichler 1967).

3. Diskrete Walshfunktionen

Im Zuge der späteren Anwendungen der Walshfunktionen in digitalen Kommunikations- und Computersystemen zeigte es sich, dass dafür genügt, die Walshfunktionen für das endliche diskrete Intervall der Zahlen 0,1,...,N-1, wobei N eine Zweierpotenz ist, zu definieren. Damit kann dann jedes System von endlichen diskreten Walshfunktionen durch eine (N,N)-Matrix mit Einträgen +1 und –1 angegeben werden. Diese ist auch als  Walsh-Hadamard Matrix bekannt. Die zugehörige dyadische Gruppe reduziert sich in diesem Falle auf die Menge der n- stelligen Binärzahlen mit der „Addition modulo 2“ komponentenweise genommen, als Addition. Mehr algebraisch kann die zu den endlichen diskreten Walshfunktionen gehörige dyadische Gruppe auch als n-faches direktes Produkt der zyklischen Gruppe der Ordnung 2 gesehen werden.

Diese mit der Digitalisierung der Systeme in den Anwendungen eingetretenen Vereinfachung freuten die Techniker nicht aber so sehr die Mathematiker. Die schöne mit Hilfe der Analysis aufgebaute Theorie reduzierte sich damit auf eher einfache Aussagen aus der Linearen Algebra.

Die technischen Zielsetzungen blieben jedoch gleich so dass nun mit einfachen mathematischen Mitteln aber nach dem Muster der bisherigen Ergebnisse vorgegangen werden konnte. Ein wichtiger Beitrag, der nun mit algebraischen Mitteln geleistet werden konnte, war die Entwicklung eines schnellen Algorithmus für die Ausführung der Diskreten Walshtransformation DWT. Diesem entspricht, analog zum entsprechenden Fall bei der Diskreten Fouriertransformation DFT eine gewisse Faktorisierung der entsprechenden Walsh-Hadamard Matrix ( Welchel 1968).

Von besonderer Wichtigkeit war die Möglichkeit eines schnellen Algorithmus dieser Art für die Anwendungen der Diskreten Walshtransformation in der Digitalen Bildverarbeitung (Pratt 1969).

Die Hinwendung zu den endlichen diskreten Walshfunktionen belebte auch das Interesse an den entsprechenden Verallgemeinerungen, wie solche vor allem von Vilenkin eingeführt wurden

(Vilenkin 1952). Die Rolle der dyadischen Gruppe der diskreten Walshfunktionen wird dabei von einem direkten Produkt von zyklischen Gruppen verschiedener Ordnung eingenommen. Es konnte gezeigt werden, dass sich auch in diesem Falle die zugehörige verallgemeinerte    Fouriertransformation durch einen schnellen Algorithmus realisieren lässt (Nicholson 1971). Allgemein kann diese von den diskreten Walshfunktionen stammende Verallgemeinerung auch als eine mehrdimensionale Diskrete Fouriertransformation angesehen werden, wobei die zyklischen Gruppen die jeweilige diskrete Struktur in den einzelnen Dimensionen bestimmen.

4.  Notizen zu Anwendungen in der Nachrichtentechnik und Signalverarbeitung

Der bereits früher genannte Wissenschaftler Henning F. Harmuth, Professor Emeritus der Catholic University in Washington D.C., hat wie viele andere zuvor die Walshfunktionen für sich selbst erfunden ( bei Harmuth zuerst als „Mäanderfunktionen“ bezeichnet) und setzte sie erfolgreich für seine Vorschläge zu neuartigen nachrichtentechnischen Systemen ein ( Harmuth 1964a,b,c). In diesem Zusammenhang war Harmuth bestrebt die zugrundeliegende mathematischen Ergebnisse zu verbessern und suchte Kontakt zum Mathematischen Institut der Universität Innsbruck, wo an der Theorie der Walshfunktionen gearbeitet wurde ( Liedl 1964, Weiß 1967a). In diesem Zusammenhang entstand auch die Dissertation des Autors ( Pichler 1967) und weitere Arbeiten, die zur mathematischen Unterstützung der Ideen von Harmuth gedacht waren ( Pichler 1968,1970).

Unabhängig davon war auch dies in Innsbruck der Anlass sich mit Anwendungen der Walshfunktionen im Gebiet der Codierungstheorie zu befassen ( Weiß 1967b,c).

Die von Harmuth vorgeschlagene Methode einzelne analoge Nachrichtenkanäle als Alternative zur bekannten Frequenzteilung oder Zeitteilung mittels Orthogonalteilung zu multiplexen, d.h. zu einem einzigen Übertragungskanal zusammen zu fassen, konnte erst im Zeitalter der weitgehenden Digitalisierung elektronischer Systeme, in dem wir uns jetzt befinden, praktische Anwendung finden. Sie wird in wesentlicher Weise heute sowohl beim amerikanischen von der Firma Qualcomm entwickelten mobilen Funknetz als auch bei UMTS in Europa angewendet, wo Walshfunktionen als Trägerfunktionen zur Modulation digitaler Kanäle eingesetzt werden. Eine interessante Anwendung der Diskreten Walsh Fouriertransformation DWT liegt im Gebiet der Kryptographie bei folgender Problemstellung vor: Zur Kopplung von kryptologisch schwachen Pseudorauschfolgen um damit eine kryptologisch starke Pseudorauschfolge zu erreichen kann eine boolsche Funktion f dienen, deren Diskrete Walsh Fouriertransformierte DWT(f) folgende Eigenschaften aufzuweisen hat: Damit f wie kryptologisch gewünscht „korrelationsimmun von der Ordnung k“ ist, muss DWT(f) an allen Stellen die zu Walsfunktionen gehören, die sich aus einem Produkt von weniger als k Rademacherfunktionen zusammensetzen den Wert 0 haben. Eine Methode zur Konstruktion korrelationsimmuner boolscher Funktionen wurde in (Pichler 1986) angegeben. Zum Abschluss sei noch auf eine in das 19´te Jahrhundert zurückgehende Anwendung der endlichen diskreten Walshfunktionen in der Telegraphen- und Telefontechnik hingewiesen. Bei der Führung von mehreren Leitungspaaren über Land kann durch Induktionswirkung ein unerwünschtes Übersprechen von einer Leitung auf eine benachbarte Leitung auftreten. Um dies zu vermeiden, können die einzelnen Leitungen nach einem bestimmten Schema in gewissen Abständen gekreuzt werden, wodurch die störende Induktionswirkung kompensiert wird. Dieses als Kreuzungsplan von Pinkert bezeichnete Schema entspricht den Walshfunktionen, wobei durch deren Orthogonalität die gewünschte Wirkung erzielt wird (Feyerabend 1929).
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